EXERCICIOS PARA MATEMATICA FINANCEIRA
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1. MERCADOS FINANCEIROS A TEMPO DISCRETO

Exercicio 1. No contexto do modelo binomial multiperiodo e, com as notagoes uti-
lizadas nos documentos, considere que T' =3, So =10, u=1.2, d=0.8, R=0.1.

1.

©w

Represente num esquema em drvore, tal como realizou na aula prdtica, a evolu¢ao
dos precos aproximados - com duas casas decimais - do activo com risco e colo-
cando na ultima coluna o valor do cash flow de uma call option X, com strike
price K = 10. Justifique os seus cdlculos indicando as formulas que utilizou e,
quais 0s sucessivos passos dos calculos correspondendo a uma sub-darvore a um
periodo.

. Determine Q = (qu, qa), a probabilidade neutra face ao risco e construa a drvore

binomial de precos aproximados para X - com duas casas decimais - represen-
tando-os, numa drvore binomial semelhante & usada na aula prdtica. Justifique
0s seus calculos indicando as formulas que utilizou e, quais 0s SUCESSIVOS PASSOS
dos cdlculos correspondendo a uma sub-drvore a um periodo.

Indique qual € o preco a datat =0 de X.

Construa a carteira réplica de X a data t = 0 e verifigue que se trata efecti-
vamente de uma carteira réplica de X. Justifique os seus cdlculos indicando as
formulas que utilizou e quais os sucessivos passos dos cdlculos.

Exercicio 2. Descreva justificando a sua descri¢cao com uma andlise dos cash-flows
gerados, a atitude de um investidor que considera investir em cada uma das combi-
nacoes de direitos contingentes da tabela sequinte.

] Posicao longa | Posicao Curta | Denominagao |
1 Call(K) Call(K’") (K" > K) || Bullish vertical spread
2 Call(K) Call(K') (K" < K) || Bearish vertical spread
3 Call(K) +2 Put(K) Strip
4 2 Call(K) + Put(K) Strap
5| Call(K)+ Call(K') (K' > K) Strangle

Exercicio 3. Defina uma carteira composta de calls e puts, todos com a mesma data
de expiracao, que reproduza o payoff da butterlfy spread descrito na figura 1.

Exercicio 4. Propor pelo menos um modelo para a distribuicao de precos de um
activo financeiro a partir de dados reais. Considerar dados de pre¢os de uma com-
panhia cotada em bolsa e proceder de acordo com uma metodologia estatistica usual,
nomeadamente:

Tragar histogramas com os dados;
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Ficura 1. O gréfico do payoff de uma butterfly spread

e FEscolher justificando um modelo paramétrico;
e Ffectuar o ajustamento estimando os parametros do modelo
e Ffectuar testes para averiguar da qualidade do modelo.

A resposta a esta questdo poderd ser realizada em folha de cdlculo e deverd incluir
graficos sempre que necessario para melhor explicitar as ideias subjacentes as respostas
apresentadas.

Exercicio 5. Fize como parametros desta questao Sy o preco inicial, T o numero de
periodos, u o factor ascendente de actualizagdo do preco, d o factor descendente de
actualizag¢ao do prego e p, €]0,1[ a probabilidade de um movimento ascendente.

1. Mostre que se S, denotar o preco do activo com risco no modelo binomial mul-
tiperiodo a data n > 1 entdo para Z varidvel aleatoria tal que:

PZ =u|=p,=1—-P[Z =d]

e para (Zn)ne{1,2,...N} sequéncia de varidveis aleatorias independentes e identica-
mente distribuidas com Z se tem:

Sn:Sn,lZn:an...leSo.

2. Mostre que a uma data t € {0,...T} hd t + 1 possilidades para o preco Sy,
possibilidades representadas por wy,...,wi1 € implemente uma simulagao que
lhe permaita obter, apos M tiragens ao acaso de uma trajectoria na drvore dos
pregos, uma distribuicao das frequéncias para Sy(wi), ..., Si(wir1). Deverd obter
uma figura semelhante a figura 1.

3. Procure determinar um ajustamento para a distribuicaio de frequéncias obtida
anteriormente. Pode justificar o resultado obtido?

Exercicio 6. FEsta questdo visa obter uma aplicacdo prdtica do modelo binomial a
dados reais.

1. Seleccione os pregos de um activo (por exemplo, transaccionado na Euronext
Lisboa) e determine os retornos aditivos e multiplicativos para os periodos con-
siderados (didrio, mensal, etc.). Determine o retornos médios (aditivo e multi-
plicativo) e as variancias para os retornos aditivos e multiplicativos.
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FiGura 2. O grafico de barras das freqéncias dos pontos terminais de
uma arvore binomial

2. Mostre que se o retorno médio multiplicativo for p entao o prego esperado ao fim
do primeiro passo € Sypexp (u At). Mostre que com as notagoes usuais (veja-se
a sequnda questdo), se tem que o preco esperado ao fim do primeiro passo €
também:

puSOU + (1 — pu>50d .

Conclua que:

exp (u At) —d
v u—d ’

3. Mostre que se a variancia para o retorno multiplicativo, no periodo observado, for
representada por o? entdo a varidncia para o retorno multiplicativo num intervalo
de tempo com duracdo At é o®> At. Procedendo como na questio anterior e
desprezando as poténcias de At de ordem superior a 1 se verifica que u e d
dadas por

u=-exp (o VAL) e d=exp(—c VAL).
sao solugoes aprorimadas da equagao
A (u 4 d) — ud — A = o2 At
que se obtem a partir da equacao
pusu® + (1 — py)sd® + [pusu + (1 — p,)sd)* = o> At
que deverd justificar.

4. Aprece uma call option sobre o modelo que acabou de ajustar.

Exercicio 7. Seguidamente apresentamos sob forma de tarefas, a serem desenvolvi-
das na aula, as alineas do exercicio. Para levar a cabo algumas destas tarefas pode
revelar-se necessdrio propor um algoritmo e, em sequida, procurar a melhor forma de
implementar esse algoritmo utilizando as funcionalidades de ajuda de uma calculado-
ra, do Mathematica ou do Ezcel.
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. Insira como dados para o estudo do modelo binomial os sequintes valores. T' = 30,

R =.001, s =100,u = 1.002, d = .998, K = 100.

Determine a partir dos dados a probabilidade de martingala Q = (qu, qa)-
Defina a funcao Contrato como sendo uma put option, tendo como varidveis o
preco do activo e o Strike Price.

Obtenha representacgoes graficas da funcao Contrato e das suas sec¢oes que se
obtém considerando a funcdo a uma varidvel que € dada quando se fixa a outra
varidvel.

Defina o preco no modelo binomial do contrato como uma funcao denominada
Preco e dada como funcao das varidveis s, T, R,u,d, K.

Obtenha representacgoes graficas da seccao na varidvel K, da funcdo Preco.
Obtenha o preco do contrato indicado acima por meio de simulacdo de Monte-
Carlo e compare com o valor apresentado pela formula.

Construa a carteira réplica do contrato e apresente os valores para os dados
fornecidos.

Utilizando dados reais refaca o estudo anterior, ajustando os parametros u e d
criando um direito contingente, a sua escolha, adequado a um problema prdtico
que descreverd.

Exercicio 8. Considere os dados sequintes correspondentes a evolugao do Psi-20, de

24 de Janeiro de 2000 a 14 de Setembro de 2007, apés estimagdo e/ou calibracao.
A taza de juro anual R=4.1%, u=1.01142, d=0.988581, Sy = 7307.99, K=7171.83,

2.

T=10.
1.

No quadro do modelo binomial a um periodo:

(a) Determine por simulagao o preco de uma Call option, com os dados acima.
(b) Estude estatisticamente o processo de simulagdo da alinea anterior.

No quadro do modelo binomial multi-periodo:

(a) Determine por simulagdo o preco de uma Call option com os dados acima.
(b) Estude estatisticamente o processo de simulag¢ao da alinea anterior.



